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Résumé — Cet article est une étude théorique des liens existants entre les modeles granulaires ou gaussiens de textures 3D et les modeles 2D
associés obtenus par coupe ou par projection. Nous commengons par définir précisement ces modeles mathématiques de texture dans un cadre
discret, et nous étudions ensuite les modeles obtenus par coupe et par projection. Nous montrons que ces modeles appartiennent a la méme
classe (granulaire ou gaussienne), et nous donnons les formules permettant de calculer leurs parametres. Nous illustrons cet article par plusieurs
exemples, issus en particulier de la modélisation des textures en mammographie. Une telle modélisation est importante pour comprendre les per-
formances des différentes modalités d’imagerie pour des tiches cliniques telles que la détection de Iésion, la caractérisation et la discrimination.

Abstract — This paper proposes a theoretical study investigating the relationship between 3D mathematical models of spot-noise (also called
shot-noise or lumpy background) or of Gaussian textures and their associated 2D models. The latter are obtained by forward projection of the
3D models and by considering the 3D-texture model slice-by-slice. First, the 3D mathematical models are defined in a discrete framework and
then the 2D associated models are characterized. We show in particular that these models belong to the same class (spot-noise or Gaussian) and
we give formulas to compute their parameters. The results are illustrated with various examples, including breast texture models for breast x-ray
imaging. The proposed models play a key role to advance our understanding of the performance of different imaging techniques for clinical
tasks. including lesion detection, characterization or discrimination.

1 Introduction cadre discret, et d’autre part 1’étude théorique du lien entre les
images volumiques 3D et les images 2D associées obtenues soit
par coupe (slice) ou par projection (x-ray, cf [8]).

Dans la section 2, nous considérons le cas des textures granu-
laires, puis dans la section 3 celui des textures gaussiennes (qui
sont, apres renormalisation, la limite asymptotique des textures
granulaires). Nous montrons en particulier que ces deux classes
de modeles sont “stables” par passage au 2D, et nous étudions
quels sont les parametres des coupes et des projections en fonc-
tion des parametres 3D initiaux.

Cadre et notations. Les modeles de textures 3D considérés
sont définis sur un domaine discret fini de la forme

Q3D:{1727...7N1} X{1,2,...,NQ}X {1,27...,N3}.

Les modeles de texture ayant des propriétés statistiques réalistes
sont d’une importance croissante en imagerie médicale. IIs per-
mettent en effet de comprendre les performances des différentes
modalités d’imagerie pour des tiches cliniques telles que la
détection de 1ésion [5], la caractérisation et la discrimination.
Par exemple dans le cas des mammographies (qui correspondent
aune technique de projection), les images sont souvent modélisées
par des textures gaussienne dont la puissance spectrale est en
loi de puissance (avec un exposant 5 ~ 3) comme dans [1] , ou
encore par des modeles de cluster lumpy background (texture
granulaire) comme dans [2].

De plus en plus de systemes d’imagerie fournissent des images

3D. Par conséquent, le développement de modeles réalistes de
textures 3D est potentiellement un outil important pour com-
prendre la faisabilité clinique de certaines tiches et pour trou-
ver les parametres optimaux d’acquisition et de traitements spé-
cifiques des images 3D obtenues par ces nouvelles techniques
d’imagerie 3D. Les modeles de textures gaussiens ou granu-
laires sont des modeles qui peuvent se définir aussi bien en
2D qu’en 3D, et nous proposons dans cet article d’une part la
formalisation mathématique de ces différents modeles dans un

Si f est une fonction (ou image, texture) définie sur Q23p, on

peut alors regarder soit une coupe “horizontale” de f, définie

pour tout & € Qop :={1,2,..., N1} x {1,2,..., N} par
Vz € Qop, fa(z) = f(z,2),

soit encore la projection parallele de f suivant la 3éme direc-

tion (“I’axe vertical”’), donnée par
N3

Vo € Qop, fp(z) = Zf(x,z)

z=1



2 Textures granulaires

Les textures granulaires sont des modeles trés généraux de
textures qui sont définis comme étant la superposition aléatoire
de fonctions ou de formes, pouvant étre elles-mémes aléatoires.
Dans la littérature, ce modele de texture se retrouve sous des
noms variés : spot-noise [9], shot-noise [7], ou encore (cluster)
lumpy background [2].

Dans le cadre mathématique discret et périodique, un tel mo-
dele s’écrit comme un champ aléatoire U défini sur un domaine
discret Q2 (qui peut étre 1D, 2D ou 3D) par

M
Vx € (, U(x):z:g(x—xj;mj)7 (N
j=1

ou M est un nombre aléatoire qui suit une loi de Poisson de

parametre \|Q2| (ot || est le cardinal de I’ensemble discret §2),

ou les points x; sont indépendants suivant la loi uniforme sur

Q et ol g(+; m) est une famille de fonctions “noyau” dépendant

d’un paramétre aléatoire m € R<, appelé aussi “marque”. Les

marques m; sont indépendantes entre elles, indépendantes aussi
des points x, et suivent une loi sur R? notée P(dm). Un modele
de texture granulaire est entierement déterminé par la donnée

de : I’intensité A du processus ponctuel sous-jacent, la fonction

noyau g(+; -) et laloi P(dm) sur les marques.

Par exemple, la fonction g peut étre I’indicatrice d’une sphere
de rayon aléatoire m, ou bien une fonction exponentielle d’un
ellipsoide aléatoire et la marque contient alors les orientations
et longueurs des axes de 1’ellipsoide, etc. Notons aussi que le
modele de cluster lumpy background de [2] rentre dans le cadre
de ce modele mathématique de texture granulaire.

Comme nous I’avons déja indiqué, nous nous intéressons a la
question de savoir comment se comportent les textures granu-
laires vis-a-vis des coupes et projections. Le principal résultat
est que le modele est stable, au sens ot la coupe ou la projection
d’une texture granulaire est encore une texture granulaire, avec
de nouveaux parametres qui se déduisent de ceux de la texture
3D d’origine. Plus précisement, des calculs directs permettent
d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 2.1 Soit U une texture granulaire définie sur Q3p,
d’intensité )\, de fonction noyau g(-; -) définie sur Q3p x R? et
de loi P(dm) sur les marques. Alors
— Pour tout z € {1,...,N3}, la coupe U, de U est une
texture granulaire d’intensité A= AN3, de fonction noyau
g définie sur Qop x R par

g(x;m) = g(x; (I,m)) = g((z,1);m)

et de loi N¢3P(dm) sur les marques m = (I, m).

— La projection Up de U est une texture granulaire d’inten-
sité X = A\Ns, de fonction noyau g définie sur Qop x R?
par

N3
g(x,m) =" g((x,2);m) = gp(x;m)

et de loi P(dm) sur les marques m.

Exemple 1 : Si la fonction noyau g(-; m) est la fonction indi-
catrice d’une sphére de rayon m, c’est a dire g(x; m) = Ix<m
(ot |x]| est la norme L? du vecteur x), et si la loi sur m est juste
un Dirac en une certaine valeur R € R, alors les coupes sont
des textures granulaires d’intensité A\ = AN3 et de fonction
noyau g(x;m) = 1), <. indicatrice d’un disque de rayon m,
de loi uniforme sur {\/R? — min(R%,k2),k = —R,—R +
1,...,0,..., N3 — R — 1}. Ceci est équivalent a avoir une in-
tensité A = A(2R + 1) et des marques 7, de loi uniforme sur
{V/R? —min(R2,k?),k = -R,—R+1,...,R}.

La projection quant a elle est une texture granulaire d’intensité
= AN3, et de fonction noyau

gp(x; m) = ZTm Iz2<m2_|m‘2 = 2L\/m2 - |IE|2J + 1, etde
loi sur m donnée par Dirac en R. Cet exemple est illustré sur la
figure 1.

FIGURE 1 — Coupe (a gauche) et projection (a droite) de la tex-
ture granulaire de I’exemple 1, obtenue a partir de la fonction
indicatrice 3D d’une sphere de rayon R.

Exemple 2 : Dans cet exemple, on considere le cas d’une
fonction noyau ellipsoidale allongée d’orientation 3D aléatoire.
Plus précisement, on part de la fonction ellipsoidale donnée
pour x € Q3p par

E(x) = exp(—(0.005x7 + x3 + x3)/10).

Et on considere la fonction noyau g(x;m) = E(mx), ol ici
m est une rotation aléatoire de R3. Les coupes et la projection
de cette texture sont des textures granulaires faisant intervenir
des fonctions ellispoidales d’orientation et de longueurs d’axe
aléatoires, dont les formules exactes s’écrivent a partir de la
Proposition 2.1. Cet exemple est illustré sur la figure 2.

Lorsque I'intensité A du processus ponctuel sous-jacent tend
vers I’infini, la texture granulaire tend (aprés renormalisation)
vers une texture gaussienne. De facon plus formelle, on a la
proposition suivante, qui est une simple variante du théoreme
de la limite centrale. La preuve de ce résultat se trouve par
exemple dans [3], ou le modele de texture granulaire est ap-
pelé discrete spot noise, et ou les auteurs étudient le lien avec
les textures gaussiennes et les textures a phases aléatoires.

Proposition 2.2 Soit U une texture granulaire donnée par (1).

Sa moyenne est E(U(x)) = A\gavecg = [ > yeq 9(y;m)P(dm).

Lorsque X tend vers Uinfini, le champ aléatoire (U — \g)/v/X



FIGURE 2 — Coupe (a gauche) et projection (a droite) de la tex-
ture granulaire de 1I’exemple 2, obtenue a partir d’une fonction
ellispoidale allongée d’orientation 3D aléatoire. Ici on a un vo-
lume de taille 257 x 257 x 257 et M = 400.

tend vers un champ gaussien périodique stationnaire de moyenne

nulle et de covariance
Cov(Z(y), Z(y +x)) = [ X ,cq 9(z;m)g(z —x;m)P(dm).

3 Textures gaussiennes

Les textures gaussiennes stationnaires définies sur un do-
maine discret périodique se caractérisent trés bien car elles s’
écrivent toutes comme la convolution d’un bruit blanc avec une
fonction noyau. Plus précisement on peut montrer la proposi-
tion suivante (dont une preuve se trouve par exemple dans [6]).

Proposition 3.1 Tout champ aléatoire U gaussien périodique
stationnaire centré s’écrit comme

U=Wxg,

oit x est I’opérateur de convolution périodique, W est un bruit
blanc (les W (x) sont i.i.d. de loi N'(0,1)) et g est une “racine”
de la covariance ' de U, au sens ou ' = gxg~, avec g~ (x) :=
g(—x). C’est a dire aussi en utilisant la transformée de Fourier

discrete (TFD) : T(€) = [§(&)|2.

Comme dans le cas des textures granulaires, on a ici aussi

“stabilité” des textures gaussiennes par coupe et par projection.
Plus précisement on peut montrer que :

Proposition 3.2 Soit U une texture gaussienne 3D stationnaire
périodique centrée, de noyau g (et donc de covariance I' =
g*xg~). Alors
— Pour tout z € {1,...,N3}, la coupe U, de U est une
texture gaussienne 2D stationnaire périodique et centrée
de covariance :

Vo € Qop, I'.(z) =g*g (2,0) =T(z,0).

— La projection Up de U est une texture gaussienne 2D sta-
tionnaire périodique et centrée de covariance :

Vo € Qop, T'p(x) =gp *gp(x),

ot gp est la projection de g, donnée par
N3 Ns
gp(x) = g(z,2) =Y g:(x),
z=1 z=1

Dans certains cas (en particulier dans le cas des textures
en loi de puissance, dont on reparlera un peu plus loin dans
les exemples), il est plus facile de caractériser la TFD (Trans-
formée de Fourier Discrete) des covariances. La TFD de la co-
variance d’une texture gaussienne 3D est donnée par

VE € Qup, T(E) = [3(6)1%

Le parametre de fréquence £ € 23p est décomposé en £ =
(v,T)ouv € Qop ett € {1,...,N3}. La TFD de la cova-
riance d’une coupe U, est alors :

- N3 N3 R
Vv € Qop, T.(v) =Y G => T(v,7).
k=1 T=1

Et la TFD de la covariance de la projection Up est :

Vv € Qop, Tp(v) = [G(v,0)]> = T(1,0).

Les résultats ci-dessus sont a mettre en parallele avec le théoreme

de coupe-projection en Fourier qui dit que “la TF de la projec-
tion est la coupe centrale de la TF”. Ici le cadre des textures
est différent car on travaille “au second ordre” (avec des cova-
riances et des auto-convolutions).

Exemple 3 : Lorsque la texture 3D est une texture en loi de
puissance, c’est a dire que la TFD de sa covariance est de la
forme 1

Ve € Qap, L(€) = P

alors on a immédiatement que la TDF de la covariance de sa
projection est
1 1
(017 [v]?”
ce qui montre que la projection est aussi une texture en loi

de puissance, avec le méme exposant 3. Par contre, pour une
coupe, on a

Vv € Qup, Tp(v) =

_ Moo o 1
Vv € Qop, I'.(v) = ;W = ;W

Ce qui montre qu’une coupe n’est pas une texture en loi de
puissance. Toutefois, en approchant la somme a I’aide d’une
intégrale, et en regardant un équivalent lorsque || est petit (de-
vant N3), on a que

—~ K
pour v petit, T',(v) ~ DS
v

Ce qui signifie que, dans les basses fréquences, la texture est
presque une texture en loi de puissance avec un exposant 3 — 1.
Ceci rejoint les résultats développés dans [4]. Cet exemple est
illustré par la figure 3 avec § = 3.



FIGURE 3 — Ligne du haut : coupe (a gauche) et projection (a
droite) de la texture gaussienne de I’exemple 3 avec ici 3 = 3.
Ligne du bas : points (log(|v|),log(|U|?)) pour U étant res-
pectivement la coupe et la projection, et droites de régression
linéaire (de pentes respectives —2.2 et —3.0) en rouge.

Exemple 4 : On peut obtenir des textures gaussiennes ani-
sotropes, par exemple en considérant la convolution d’un bruit
blanc avec une fonction indicatrice d’un parallélépipede :

g(X) = I2|x1 —xo|+4|x1+x2|+|x1 —x3|<405

ot ici I'image est définie sur {—128,...,128}3. Une coupe et
une projection d’une telle texture sont montrées sur la figure 4.
A T’aide de la Proposition 3.2, on peut caractériser ces images

FIGURE 4 — Coupe (2 gauche) et projection (2 droite) de la
texture gaussienne de 1’exemple 4.

De facon générale, on remarque que dans tous les exemples,
les images de projection sont plus lisses que les coupes. Ceci
s’explique par le fait que la projection est la somme de toutes
les coupes horizontales, et donc on a un effet de moyenne qui
les rend plus lisses.

4 Conclusions et perspectives

Dans cet article, nous avons étudié deux modeles mathématiques

de textures : les textures granulaires et les textures gaussiennes.
Nous avons montré comment ces modeles se comportent quand
on passe des images volumiques 3D a des images 2D obte-
nues soit par coupe soit par projection. Dans la suite, nous
nous intéresserons aux projections non paralleles, ainsi qu’aux
coupes obliques. Il faudra d’une part caractériser chacune de
ces images mais aussi étudier les corrélations entre elles. Par
ailleurs, notre étude souleve aussi des questions de probleme
inverse. Par exemple : étant donné un modele de texture d’une
projection, quels sont les modeles 3D ayant pu créer cette tex-
ture 2D ? L’étude des algorithmes de reconstruction d’images
3D (tel que le filtered back-projection) est aussi une perspec-
tive.
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